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1. (�=�I; �)-ES Notation

ES entwickelt sich im Zeitverlauf und durchl�auft

verschiedene Generationen. Generation besteht

aus Eltern und Kindern. Die besten Kinder

�uberleben und bilden Eltern der n�achsten Ge-

neration.

Population ' Punkte im RN

' Parametrisierte L�osungskandidaten.

� := Anzahl der L�osungskandidaten, die pro

Zeiteinheit neu entstehen. Diese m�ussen

jeweils neu ausgewertet werden.

� := Anzahl der ausgew�ahlten besten L�osungs-

kandidaten. Diese bilden in der n�achsten

Zeiteinheit die Eltern-Generation.

; := Auswahl der L�osungskandidaten erfolgt

nur aus den Nachkommen.

I := Variation der neuen Generation erfolgt durch

Rekombination (\global Intermediate\) und

Mutation.



2. (�=�I; �)-ES Beispiel

�
�

�

�

�

�

�

x̂

� Initial

�
�

�










�

x̂

'

&

$

%

hxi

messe hxi � x̂

� ausw�ahlen

hxi berechnen

�

�

� �

�
�

�

x̂
hxi

� Neue

��

��

�� ��

��
��

��

x̂

'

&

$

%

hxi

mit Rauschen



3. Variation:

Gegeben: xi 2 RN; i = 1; : : : ; � �= Generation

der Eltern.

Wie wird hieraus der Nachwuchs: yj 2 RN; i =
1; : : : ; � gebildet?

1. Rekombination:

hxi := 1
�

P�
i=1 x

i

2. Mutation:

Seien zj; j = 1; : : : ; � Vektoren aus N un-

abh�angigen N (0; �2)-verteilten Zufallsvaria-

blen. Die neue Generation wird gebildet durch:

yj = hxi+ zj; j = 1; : : : ; �.

Hierbei bezeichne � die Mutationsst�arke.



4. Selektion

Gegeben: yj 2 RN; i = 1; : : : ; � �= Nachwuchs.

Welche bleiben erhalten? D.h. welche werden

die Eltern xi 2 RN; i = 1; : : : ; � der folgenden

Generation?

Die besten �-L�osungskandidaten des Nach-

wuchses bleiben erhalten.

De�niere hierzu die Fitness-Funktion:

f : RN ! R durch f(x) =
PN

i=1(x̂i � xi)
2, f�ur

x = (x1; : : : ; xN), mit x̂ = (x̂1; : : : ; x̂N) 2 RN.
x̂ ist das Optimum in der Fitness-Funktion,

d.h. die Werte werden minimiert.

Der Fitness-Vorteil einer Mutation z zu einem

L�osungskandidaten x wird de�niert durch:

qx(z) = f(x)� f(x+ z).

F�ur festes x, ist qx eine reellwertige Zufalls-

variable, deren Verteilung von der Fitness-

Funktion f und von der Mutationsst�arke �

abh�angt.



5. Ma� f�ur die Performance

Es gibt zwei Konzepte um die Performance

des (�=�I ; �)-ES zu messen. Lokale Perfor-

mance bedeutet hier von Schritt zu Schritt.

(i) Erwateter Fitness Gewinn:

Sei hxig die Rekombination zum Zeitpunkt

bzw. der Generation g. Der erwartete Fit-

ness Gewinn zum Zeitpunkt g ist de�niert

als der Wert f(hxig)� f(hxig�1).

(ii) Fortschritt-Rate �:

Sei Rg :=k hxig � x̂ k2 der erwartete eu-

klidische Abstand zwischen der Rekom-

bination und dem Optimum der Fitness-

Funktion. Die Fortschritts-Rate zum Zeit-

punkt g ist de�niert als der erwartete Wert

Rg � Rg�1.

(iii) Gibt es ein Konzept, welches ohne x̂ aus-

kommt? Z.B. mit Norm im RN.

Konzept (i) und (ii) stimmen f�ur N ! 1
�uberein.



6. Rauschen

In der realen Welt gibt es h�au�g St�orungen,

Messfehler etc. Diese werden als Rauschen

bezeichnet und wie folgt involviert:

Einem L�osungskandidat x ordnet man den

idealen Fitness-Wert der Gr�o�e f(x) zu.

Der durch Messfehler verf�alschte Fitness-Wert

wird mit f(x) + ��� simuliert.

Hierbei ist � eine N (0;1)-verteilte Zufalls-

variable, und �� 2 R steht f�ur die St�arke des

Rauschen.



7. Performance Berechnung I

Zun�achst ein Trick:
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Sei z = (z1; : : : ; zN) 2 N (0; �2)�� � ��N (0; �2)

der Mutationsvektor. Nach Zerlegung von z

wie oben in z = zA+ zB = �(z1;0; : : : ;0)
T +

�(0; z2; : : : ; zN)
T , mit der Mutationsst�arke �

und zi 2 N (0;1) gilt:

r2 = (R � �z1)
2+ kzBk22.

Normierungen:

�� = �N
R
; ��� = ��

N
2R2

; q�x(z) = qx(z)
N
2R2

:

q�x(z) =
N
2R2

(R2 � r2) ,

q�x(z) = ��z1 � ��2

2N
� ��2

2N

PN
i=2 zi

2 R?,
q�(z) = ��z1 � ��2

2N
� ��2

2N

PN
i=2 zi

2 N!1,
q�(z) = ��z1 � ��2

2



8. Performance Berechnung II

Der idealisierte Fitness Vorteil ist:

q�(z) = ��z1 � ��2

2
.

Selektion �ndet auf Basis des wahrgenom-

menen Fitness Vorteil statt (� := ���=�
�):

q�(z) + ��� � = ��(z1+ ��)� ��2

2
.

Die � Kandidaten aus dem Nachwuchs mit

der h�ochsten gemessenen Fitness werden aus-

gew�ahlt. Der Fortschrittsvektor (hxig�1 ! hxig)
ist dann: hzi = 1

�

P�
k=1

z(k;�).

Es folgt der erwartete Fitness-Gewinn:

q�(hzi) 8x= N
2R2

(f(x)� f(x+ hzi)

= ��hz1i � ��2

2N hz1i �
��2

2N

PN
i=2 hzii

2

=
��c�=�

I
;�p

1+�2
� ��2

2� ,

mit dem Fortschrittskoe�zienten:

c�=�I;� :=
���
2�

R
1

�1

e�x
2

(�(x))����1(1��(x))��1dx:

Und daraus die normalisierte Fortschritts-Rate:

�� =
��c�=�I;�p
1+�2

� ��2

2�
.



9. Ergebnis Mutationsst�arke

Numerisches l�osen von �� =
��c�=�I;�p
1+�2

� ��2

2�
.

Je nach St�arke des Rauschens wird die nor-

mierte Mutationsst�arke optimiert, so dass die

Fortschrittsrate maximal ist.

opt. Mutationsst�arke �̂�=(�̂�j���=0)

St�arke des Rauschens ���=(�̂
�j���=0)

....................................................................................
....................
...............
.................
...............
.........
.........
..............
...............
.....................
...................
............
.............
...........
...........
...........
................
..............
..........
..........
.........
..........
.............
............
.........
.........
........
........
.......
............
............
.......
.......
........
.......
...........
..........
.........
........
........
........
.........
............
..............
...........
............
...........
............
.........................

.............................
........................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........................
..................................
.....
.....
..........................................

............
.......
............
.......
.......
.........
..
.........
..................
.........
.............
..
..
...............
..
..
...............
..
..........................................................................

..

..

..

...............
..
..
..
...............
..
..
.......
..
.........
..
.......
..
..
.......
..
.........
..
.

0 0;5 1 1; 5 2

0

0; 2

0; 4

0; 6

0; 8

1; 0

1; 2

Aus dieser und der n�achsten Abbildung folgt,

dass stets positive Fortschrittsraten erreich-

bar sind (bei optimierter Mutationsst�arke),

wenn die St�arke des Rauschens unter 2�c�=�I ;�
bleibt. (�̂�j���=0 = �c�=�I;�).



10. Ergebnis Fortschrittsrate

Durch eine Populationserh�ohung ist immer

eine positive Fortschritts Rate erreichbar! Die

St�arke des Rauschens muss nur unter 2�c�=�I;�
liegen.

Achsenskalierung:

�̂�j���=0 = �c�=�I ;�, �̂�j���=0 = �c2
�=�I;�

=2.

max. Fortschritts-Rate �̂�=(�̂�j���=0)

St�arke des Rauschens ���=(�̂
�j���=0)
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Grund ist genetic repair: �� =
��c�=�I;�p
1+�2

� ��2

2� .

Beim (1; �)�ES nicht m�oglich (nur bis 2c1;�).



11. Ergebnis Nachkommen

Die E�ziens � eines ES ist die normalisierte

Fortschrittsrate pro Auswertung der Fitness-

Funktion, bei optimaler Mutations-Rate.

Die Abbildung zeigt die Anzahl der Nachkom-

men, bei denen ein optimaler (�=�I ; �) � ES

den optimalen (1 + 1) � ES �ubertri�t. Dies

geschieht schon bei geringer Anzahl �.
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Ohne Rauschen kann der (1+1)�ES durch

einen (�=�I ; �)�ES nicht �ubertro�en werden.



12. Ergebnis E�ziens

Diese Abbildung zeigt die maximale E�ziens

des (�=�I ; �) � ES mit optimaler Anzahl an

Nachkommen � als Funktion von �.

Die unterschiedlichen Kurven spiegeln unter-

schiedliche Rausch-Pegel dar. Das Rauschen

nimmt von oben nach unten zu.
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Falls die Population gen�ugend gro� ist, wird

die maximale E�ziens in rauschfreier Umge-

bung asymptotisch bei 0,202 angen�ahert.



13. Bewertung der Ergebnisse

Aufgrund der Unendlichkeitsbetrachtungen sind

die Ergebnisse f�ur endlich dimensionale N eher

begrenzt.

F�ur sehr gro�e N macht man Fehler, wenn

man �� (= �N
R
) klein w�ahlt. Betrachtung der

Fehlerfortp
anzung!

Dennoch gute Verallgemeinerung:

(i) F�ur ��� = 0 bekommt man das gleiche

Ergebnis, wie bei der Analyse in einer Umge-

bung ohne Rauschen.

(ii) Der Fall f�ur � = 1 mit Rauschen, ist

ebenfalls als Spezialfall enthalten.

(iii) Empirische Untersuchungen der Perfor-

mance von Herdy best�atigen die Resultate.


